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寺内 [6]はRiemann 対称空間の拡張になっている  対称空間において極地や対蹠














sxの xにおける微分 (dsx)xは sxが対合的であることから TxM から自身への対合
的な線形写像である．よって (dsx)xの固有値は+1か 1かのいずれかになる．そこ
で TxM を (dsx)xの+1固有空間 V+と 1固有空間 V  の直和 TxM = V+ + V に分
解する．xは sxの孤立固定点であるから V+ = f0gである．よって TxM = V となり
(dsx)x =  idとなる．
定理 2.2. Riemann 対称空間M は完備Riemann 多様体である．
証明. 任意の点 p 2 M に対して， : [0; l] ! M を pを始点とする測地線とする．写
像 ~ : [0; 2l]!M を
~(t) =
(
(t) (t 2 [0; l])
s(l)((2l   t)) (t 2 [l; 2l])
によって定義すると，の定義から t 2 [l; 2l]に対して (2l  t)はMの測地線である．
s(l)はM の等長変換であるから，s(l)((2l   t))はM の測地線となる．s(l)は (l)
を固定し，(ds(l))(l) =  idより測地線の一意性から ~は測地線で の拡張になって
いる．これを繰り返すと測地線の定義域をR全体に拡張できるので，M は完備であ
ることが分かる．
定理 2.3. Riemann 対称空間M は等質Riemann 多様体である．
証明. 任意の x; y 2 M に対して定理 2.2と Hopf-Rinowの定理より  : [0; l] ! M で










Op(M)とする．任意の e 2 O(M)を固定して，' 2 I(M)に対




定理 2.5. (cf. [5] 定理 1.2) MをRiemann 対称空間とする．I(M)の単位連結成分は，
M に推移的に作用し，Lie変換群になる．
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命題 2.6. (cf. [6] 命題 3.3) M をRiemann 対称空間とする．任意の x; y 2 M に対し
て次が成り立つ．
sx(y) = yならば sy(x) = x:
定義 2.7. Gを連結 Lie群，をGの対合的自己同型写像で恒等写像ではないものと
する．これに対し，Gの閉部分群Gを
G = fg 2 G j (g) = gg
によって定義し，G0 でGの単位元の連結成分を表す．K をGの閉部分群でG0 
K  Gを満たし，かつAdG(K)がコンパクトになるものとする．このとき組 (G;K)
をRiemann 対称対と呼ぶ．
の微分写像 (d)eも対合的で恒等写像ではない．G0  K  Gより，k = LieK
は
k = fX 2 g j (d)e(X) = Xg
で与えられる．




定理 2.8. (G;K)を Riemann 対称対とし，(G;K)を定める対合的自己同型写像を
 : G! Gとする． : G! G=Kを自然な射影とすると，G=K上のG不変Riemann
計量が存在する．g 2 GのG=Kへの作用を gで表す．o = (e)に対して，so : G=K !
G=Kを so(gK) = (g)Kによって定めると soは oにおけるG=Kの対称変換となる．
また，任意の点 p 2 G=Kに対して p = g(o)となる g 2 Gをとり sp : G=K ! G=K
を sp = g  so  g 1によって定めると，spは pにおける対称変換になる．よってG=K
はRiemann 対称空間になる．
証明. g = k+mを標準分解とする．(d)eの核は kであるからKer(d)ejm = f0gであ
る．よって (d)ejm : m ! To(G=K)は線形同型写像である．この写像によってmと
To(G=K)を同一視する．K  Gより任意の k 2 Kと任意の g 2 Gに対して
  (Lk Rk 1)(g) = (kgk 1) = (k)(g)(k 1) = k(g)k 1
= (Lk Rk 1)(g)
が成り立つので，微分写像を考えればX 2 mに対して
(d)e(Ad(k)X) = Ad(k)(d)eX =  Ad(k)X
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が成り立つ．よってAdG(K)m  mが成り立つ．逆も同様に成り立つのでAdG(K)m =
mが得られる．AdG(K)のmへの制限をAdm(K)と表す．よって任意の k 2 Kに対
して (dk)o = Adm(k) という同一視が得られる．AdG(K)がコンパクトであるから，
mにAdG(K)不変な内積〈 , 〉が存在する．To(G=K)上で〈 , 〉に一致するものを
同じ〈 , 〉で表すことにする．任意の点 p 2 G=Kを p = g(o)を満たす g 2 Gを用い
て表す．X; Y 2 Tp(G=K)に対して
〈X; Y〉p =〈(dg) 1X; (dg) 1Y〉o
とおくと g 2 G のとり方に依存せずに定まるので G=K に G 不変計量が定まる．
so : G=K ! G=Kを
so(gK) = (g)K
によって定める．g; g0 2 Gに対して gK = g0Kとする．g 1g0 2 Kであり，K  G
であるから，
g 1g0 = (g 1g0) = (g) 1(g0) 2 K
が成り立つ．よって (g)K = (g0)Kを得るので soは矛盾なく定まる．が対合的で
あることから soも対合的になる．任意の x 2 Tp(G=K)に対して x = (dg)o(d)eXと
なるX 2 mが存在する．また，任意の t 2 Rに対して，
so(gexptX(o)) = so((gexptX)) = ((gexptX)) = (g)expt(d)eX(o)
となるので























= (d(g))(d)dX =  (d(g))(d)X
が成り立つ．よって〈 , 〉のG不変性より so 2 I(G=K)となる．特に
(dso)o =  id
を得るので，oは so の孤立固定点である．ゆえに so は oにおける対称変換である．
sp : G=K ! G=Kを
sp = g  so  g 1




定理 2.9. M を Riemann 対称空間とし，M の等長変換群の単位連結成分をGとす
る．o 2 M をとりK = fk 2 K j ko = ogとおき， : G ! G; g 7! sogsoと定めると
(G;K)はRiemann 対称対になる．
証明. 定理 2.5よりGはM に推移的に作用する．また，定理 2.4よりKはGのコン
パクト部分群になる．よってAdG(K)はコンパクトになる．任意の k 2 Kに対して，
sokso(o) = sok(o) = oが成り立つので，X 2 ToM に対して
d((k))o(X) = (dso)o(dk)o(dso)o(X) =  (dk)o( X) = (dk)o(X)
が成り立つ．よって (k)と kに対して oの像と oにおける微分写像が一致するので
(k) = kが成り立つ．よってK  Gが成り立つ．次に，X 2 gが任意の t 2 Rに対
して (exptX) = exptXとするとき，X 2 kを示せば g  kが得られるので，Gと
G0 の Lie環は同じものであるから，G0  Kが分かる．so(o) = oより，
so((exptX)o) = so(exptX)so(o) = ((exptX))o = (exptX)o
が成り立つ．oは soの孤立固定点であるから tが十分小さければ (exptX)o = oが成





定義 3.1. Riemann 多様体M の部分多様体N に対して，N の任意の測地線がM の
測地線になるとき，N をM の全測地的部分多様体と呼ぶ．
補題 3.2. Riemann 多様体の等長変換の固定点集合の連結成分は全測地的部分多様体
になる．
一般に，集合Xの変換 ' : X ! Xに対して，'による固定点集合を
F (';X) = fx 2 X j '(x) = xg
と表す．
M をコンパクトRiemann 対称空間とする．x 2 M における対称変換 sxの固定点







定義 3.3. F (sx;M)の連結成分一つ一つをM の極地と呼ぶ．極地が一点からなると
き，極と呼ぶ．fxgは常にF (sx;M)の連結成分になるので，M+0 = fxgを自明な極と
呼ぶ．
補題 3.2よりコンパクトRiemann 対称空間の各極地M+j はMの全測地的部分多様
体になる．
補題 3.4. コンパクトRiemann 対称空間M の点 p 2M に対して，fpgが原点 o 2M
に関する極であるとき oにおける対称変換 soと pにおける対称変換 spは一致する．
証明. 対称変換の定義より，sp(p) = pと (dsp)p =  idが成り立つ．fpgは o 2Mに関
する極であるから so(p) = pが成り立ち，pは F (so;M)の孤立点になっている．よっ
て (dso)p =  idが成り立つ．以上より，so = spを得る．
補題 3.5. Riemann 対称空間M の点 xと等長変換 g 2 I(M)に対して sgx = gsxg 1
が成り立つ．
証明. 二つの等長変換 sgx; gsxg 1 はともに gx を固定し，TgxM における微分写像
(dsgx)gx; (dgsxg
 1)gx : TgxM ! TgxMはともに idになる．従って sgx = gsxg 1が成
り立つ．
定義 3.6. ある集合 X に群 Gが作用しているとする．X の部分集合 A1; A2がある
g 2 Gにより gA1 = A2となるとき，A1とA2はG合同であるという．
命題 3.7. コンパクトRiemann対称空間Mの等長変換群の単位連結成分をGとする．
M の異なる点における対称変換の固定点集合はG合同になる．より詳しく，y = gx
なる g 2 Gに対して F (sy;M) = gF (sx;M)が成り立つ．
証明. x; y 2 M とする．GはM に推移的に作用するので y = gxとなる g 2 Gが存
在する．補題 3.5より sy = gsxg 1となり，sy(p) = pが成り立つための必要十分条件
は sx(g 1p) = g 1p であるので，F (sy;M) = gF (sx;M)が従う．
命題 3.8. M をコンパクトRiemann 対称空間とし，M+j をM の原点 oに関する極地
とする．p 2 M+j に対して so(p) = pであるから TpM は (dso)pの+1固有空間 V+と
 1固有空間 V の直和 TpM = V+  V に分解し，V+ = TpM+j である．このとき，
F (sp  so;M)の pを含む連結成分をM j (p)とすると，M j (p)は V を pでの接ベク
トル空間とする全測地的部分多様体になる．
証明. sp  soはM の等長変換であるから，補題 3.2よりM j (p)は全測地的部分多様
体である．対称変換の性質より
(d(sp  so))p = (dsp)p  (dso)p =  (dso)p
が成り立つ．V は (dso)pの 1固有空間であるから，(d(sp  so))pの+1固有空間に
なる．よって主張が従う．
定義 3.9. M j (p)を pにおけるM+j に対する子午空間と呼ぶ．
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定義 3.10. Riemann 対称対 (G;K)に対して aをmの極大可換部分空間とする．定
理 2.8によりmと To(G=K)を同一視し Expoa = Aとおく．このときAを oを通る
G=Kの極大トーラスと呼ぶ．
このとき次が成り立つ．
命題 3.11. F (so; G=K) = KF (so;A)が成り立つ．また，極大トーラスAの格子を
 (G=K) = fH 2 a j ExpoH = og














命題 3.11の証明を行う．定理 3.12より，任意の x 2 G=Kに対して x = kaとなる
k 2 Kと a 2 Aが存在する．補題 3.5より
so(x) = so(ka) = kk
 1so(k)a = ksk 1(o)(a) = kso(a)
が成り立つので x 2 F (so; G=K)となるための必要十分条件は a 2 F (so;A)である
ことがわかる．したがって F (so; G=K) = KF (so;A)が成り立つ．次に a 2 Aをと
ると，ある H 2 aにより a = ExpoH と表せる．soExpoH = Expo( H)が成り立
つので，soExpoH = ExpoHを仮定すると ExpoH = Expo( H)が成り立つ．従って





















 (G=K)) = KF (so;A)
が得られる．F (so;A)は有限集合であるから，F (so; G=K)は連結成分が有限個であ
る．よってG=Kの極地はF (so;A)の点を起点とするK軌道になることがわかる．
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命題 3.13. G=KをコンパクトRiemann対称空間とし，G=Kの点 oに関する極地の 1
つをM+j とする．p; q 2M+j に対してpにおける子午空間M j (p)と qにおける子午空間
M j (q)はK合同である．より詳しく，q = kpなる k 2 Kに対してM j (q) = kM j (p)
が成り立つ．
証明. 命題 3.11よりM+j はK軌道であるから q = kpとなる k 2 Kが存在する．任
意の x 2M j (q)に対し，補題 3.5より
x = sq  so(x) = skp  so(x) = kspk 1so(x)
が得られるので
k 1x = spk 1so(x) = spk 1sokk 1(x) = sp  sk 1o(k 1x) = sp  so(k 1x)
が従う．よって k 1x 2 F (sp  so; G=K)となり，k 1M j (q)  F (sp  so; G=K)が成り
立つ．k 1はG=Kの等長変換で k 1(q) = pあるから，F (sq so; G=K)の qを含む連結
成分をF (spso;M)の pを含む連結成分の中に写す．よって k 1M j (q) M j (p)すな
わちM j (q)  kM j (p)が成り立つ．一方で任意の y 2M j (p)に対して y = sp  so(y)
であるから
ky = ksp  so(y) = kspk 1kso(y) = skpkso(y)
= sqksok
 1k(y) = sq  sko(ky) = sq  so(ky)
が従う．よって ky 2 F (sq  so; G=K)となり，kはF (sp  so; G=K)の pを含む連結成
分を F (sq  so;M)の qを含む連結成分に中に写すので kM j (p) M j (q)を得る．以
上よりM j (q) = kM j (p)であるからM j (p)とM j (q)はK合同である．




定義 3.14. Riemann 対称空間M の部分集合Aが任意の x; y 2 Aに対して sx(y) = y
を満たすとき，AをMの対蹠集合と呼ぶ．Mの対蹠集合Aを含むMの任意の対蹠集
合A0に対してA = A0が成り立つとき，AをM の極大対蹠集合と呼ぶ．M の対蹠集
合の濃度の上限を 2-numberといい，#2M で表す．M の対蹠集合Aが#A = #2M
を満たすとき，AをM の大対蹠集合と呼ぶ．










証明. M+0 ;M+1 ; : : :M+r を原点 o 2 M に関する極地とし，Aを oを含むM の対蹠集





となる．任意の点 x 2M+k に対して，M の xにおける対称変換 sxを各極地M+k に制
限することにより，各極地M+k はコンパクト Riemann 対称空間になる．各A \M+k



















命題 3.16. コンパクト Riemann対称空間Mの対蹠集合は有限集合であり，2-number
も有限になる．
証明. AをM の対蹠集合とする．任意の x 2 Aに対してA  F (sx;M)が成り立つ．
xは F (sx;M)の孤立点であるから Aの孤立点になる．よって Aは離散集合になり，








が成り立つ．M+k が極であるとき#2M+k = 1である．このとき，極地をとる操作は
























補題 3.17. (1) M1;M2をコンパクト Riemann 対称空間とする．AiをMiの対蹠集
合とすると，A1  A2はM1 M2の対蹠集合となる．
(2) A1 M1; A2 M2がそれぞれ極大対蹠集合であるとすると，A1A2はM1M2
の極大対蹠集合である．逆に，AをM1 M2の極大対蹠集合であるとすると，
M1;M2のある極大対蹠集合 A1  M1; A2  M2が存在して A = A1  A2と
なる．
(3) A1 M1; A2 M2がそれぞれ大対蹠集合であるとすると，A1A2はM1M2
の大対蹠集合である．逆に，AをM1M2の大対蹠集合であるとすると，M1;M2
のある大対蹠集合A1 M1; A2 M2が存在してA = A1 A2となる．従って
#2(M1 M2) = #2M1 #2M2が成り立つ．
証明. (1) A1  M1; A2  M2 をそれぞれM1;M2 の対蹠集合とする．任意の点
(x1; x2); (y1; y2) 2 A1  A2に対して
s(x1;x2)(y1; y2) = (sx1(y1); sx2(y2)) = (y1; y2)
が成り立つので，A1  A2はM1 M2の対蹠集合である．
(2) 次に，A1; A2 をそれぞれM1;M2 の極大対蹠集合とし，Aを A1  A2 を含む
M1 M2の対蹠集合とする．第 1成分への射影を 1 : M1 M2 !M1，第 2成
分への射影を 2 : M1M2 !M2とする．このとき，AはA1A2を含むので，
1(A); 2(A)はそれぞれA1; A2を含む．また，任意の x1; y1 2 1(A)に対して，
ある x2; y2 2M2が存在して (x1; x2); (y1; y2) 2 Aが成り立つ．よって
(sx1(y1); sx2(y2)) = s(x1;x2)(y1; y2) = (y1; y2)
を得るので，sx1(y1) = y1が成り立つ．ゆえに1(A)はA1を含むM1の対蹠集合
である．同様にして2(A)はA2を含むM2の対蹠集合になる．A1; A2はそれぞれ
M1;M2の極大対蹠集合であるからA1 = 1(A); A2 = 2(A)が成り立つ．よって
A1A2 = 1(A)2(A)が成り立ち，これはAを含む．従ってA = A1A2を得
るので，A1A2はM1M2の極大対蹠集合である．次に逆を示す．AをM1M2




で得られる．M1M2の極大対蹠集合A = A1A2に対して，A01; A02をそれぞ
れA1; A2を含むM1;M2の極大対蹠集合とする．このとき，A1A2  A01A02
であるが，A1  A2の極大性からA1  A2 = A01  A02が成り立つ．よって
A1 = 1(A1  A2) = 1(A01  A02) = A01
A2 = 2(A1  A2) = 2(A01  A02) = A02
が成り立つ．したがってA1; A2はそれぞれM1;M2の極大対蹠集合になる．
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(3) A1; A2がぞれぞれM1;M2の大対蹠集合であるとき，A1 A2がM1 M2の大
対蹠集合であることを示す．A1; A2をそれぞれM1;M2の大対蹠集合とする．大
対蹠集合は極大対蹠集合であることに注意すると，
#(A1  A2) = #(A1) #(A2) = #2M1 #2M2
= sup f#A01 j A01はM1の極大対蹠集合 g  sup f#A02 j A02はM2の極大対蹠集合 g　
= sup f#A01 #A02 j A01; A02はそれぞれM1;M2の極大対蹠集合 g　
= sup f#(A01  A02) j A01  A02はM1 M2の極大対蹠集合 g
= sup f#A j AはM1 M2の極大対蹠集合 g　
= #2(M1 M2)
となるので，





命題 3.18. コンパクト Riemann 対称空間M の極地が 1つを除いて極になってい
るとする．すなわち，F (so;M) = fog [ fp1g [    [ fpr 1g [M+r と仮定する．こ
のとき，A  M が oを含むM の極大対蹠集合であるための必要十分条件は A =
fog [ fp1g [    [ fpr 1g [Arが成り立つことである．ここで，ArはM+r の極大対蹠
集合である．
証明. fog; fp1g; : : : ; fpr 1gは極であるから，補題 3.4より so = sp1 =    = spr 1 が
成り立つ．まずは十分性を示す．任意の点 x 2 Ar に対して，so(x) = xであるか
ら，i = 1; : : : ; r   1に対して spi(x) = xが成り立つ．よって Ar の点と各極の点に
おける対称変換は互いの点を固定する．また，Ar の任意の 2点 x; yに対して，x; y
はその 2点におけるM+r の対称変換によって互いに固定される．M の対称変換を極
地M+r に制限することによってM+r は対称空間になるので，この 2点はM の対称
変換 sx; syによっても互いに固定される．よってAは oを含むM の対蹠集合である．
A0をAを含むM の極大対蹠集合とする．A0は固定点集合 F (so;M)に含まれるので
A0 n fo; p1; : : : ; pr 1gはM+r に含まれる．A0 n fo; p1; : : : ; pr 1gの任意の 2点はMの対
称変換で互いに固定されるので，M+r に制限したM+r の対称変換でも互いに固定され
る．よってA0 n fo; p1; : : : ; pr 1gはArを含むM+r の対蹠集合である．ArはM+r の極
大対蹠集合であるから，
A0 n fo; p1; : : : ; pr 1g = Ar
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すなわち，
A0 = fo; p1; : : : ; pr 1g [ Ar = A
が成り立つ．次に必要性を示す．Aを oを含むM の極大対蹠集合とする．任意の点
x 2 Aと任意の i = 1; : : : ; r   1に対して Aは oを含むので x = so(x) = spi(x)が成
り立つ．よって A [ fpigはM の対蹠集合である．これを各 iに対して繰り返すと，
A [ fp1g [    [ fpr 1gはM の対蹠集合になるのでAの極大性からAは p1; : : : ; pr 1
を含むことが分かる．よってA n fo; p1; : : : ; pr 1gはM+r に含まれ，先ほどと同様に
これはM+r の対蹠集合である．ArをA n fo; p1; : : : ; pr 1gを含むM+r の極大対蹠集合
とすると
A  fo; p1; : : : ; pr 1g [ Ar
が成り立つ．fo; p1; : : : ; pr 1g [ ArはM の対蹠集合である．Aは oを含むM の極大
対蹠集合より





節の内容は [4]に基づいており，係数体を Rから C;Hに置き換えても同様の議論を
することができる．
自然数 r; nに対して，r + n次元実ベクトル空間 Rr+n内の r次元実部分空間全体
をGr(Rr+n)で表す．Gr(Rr+n)を実Grassmann多様体と呼ぶ．実Grassmann多様
体 Gr(Rr+n)は等質空間として O(r + n)=O(r)  O(n)と微分同型であり，SO(r +
n)=S(O(r)O(n))とも微分同型であることが知られている．また，複素Grassmann
多様体Gr(Cr+n)は等質空間としてU(r+n)=U(r)U(n)と微分同型であり，SU(r+
n)=S(U(r)  U(n))とも微分同型であることが知られている．詳しい解説は [6]を参
照されたい．e1; : : : ; er+nをRr+nの標準的な正規直交基底とし，o = fe1; : : : ; ergRを
Gr(Rr+n)の原点とする．
V 2 Gr(Rr+n)に対して
sV = idV  ( idV ?)
によりsV を定めると対称変換になり，Gr(Rr+n)はRiemann対称空間になる．Gr(Rr+n)
の極地と対蹠集合を求める．
Gr(Rr+n)! Gn(Rr+n); V 7! V ?
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が微分同型写像になることによりGr(Rr+n)とGn(Rr+n)を同一視する．よって r  n
としても一般性を失わない．sV によるGr(Rr+n)の固定点集合は





 V1 2 Gk(V ); V2 2 Gr k(V ?)	
である．また，V = Rr = oのとき，




である． fei1 ; : : : eirgR 2 Gr(Rr+n)  1  i1 <    < ir  r + n	
はGr(Rr+n)の極大対蹠集合になり，逆にGr(Rr+n)の極大対蹠集合は必ずこの集合









れからこの同一視によって SU(n)=SO(n)の極地に関して述べる．特に n = 4の場合
の極地と対蹠集合を具体的に述べる．
複素ベクトル空間Cnについて，Cnの座標を (z1; : : : ; zn)とし，zi = xi+
p 1yiと










で定める．Cnの実 n次元部分空間 V に対して，!jV = 0すなわち任意の u; v 2 V に
対して!(u; v) = 0を満たすとき，V をCnのラグランジュ部分空間と呼ぶ．ラグラン
ジュ部分空間全体のなす集合を
Lag(Cn) = fV j V  Cn; !jV = 0; dimR V = ng
で表す．h; iをR2nの標準内積とし，任意のu; v 2 V と複素構造Jに対して，!(u; v) =
hJu; viが成り立ち，U(n)の元はこれを保つのでU(n)のCnへの作用はラグランジュ
部分空間をラグランジュ部分空間に写す．従ってU(n)は Lag(Cn)に作用し，この作





 = dz1 ^    ^ dzn
で定める．向き付けられた実 n次元部分空間 V  Cnに対して V の体積形式を volV
とする．Re
jV = volV が成り立つとき，V を特殊ラグランジュ部分空間と呼ぶ．特
殊ラグランジュ部分空間全体のなす集合を
SLag(Cn) = fV j V  Cn; dimR V = n;
Re
jV = volVを満たす向きが V に入る g
と表す．これは
SLag(Cn) = fV j V  Cn; !jV = 0; Im
jV = 0; dimR V = ng
と表すことができるので，SLag(Cn)  Lag(Cn)が成り立つ．また，任意の SLag(Cn)
の元はある g 2 U(n)が存在して gV0と表せる．

(ge1; : : : ; gen) = det(g)
(e1; : : : en) = det(g)
であるから，Im
jgV0 = 0は Imdet(g) = 0すなわち det(g) = 1であることと同値で
ある．V 2 SLag(Cn)にはRe
jV = volV を満たす向きが入ることに注意すると
SLag(Cn) = fV 2 Lag(Cn) j Im
jV = 0g
= fgV0 j g 2 U(n); Im
jgV0 = 0g
= fgV0 j g 2 U(n); det(g) = 1g
= fgV0 j g 2 SU(n)g
と表せるので，SLag(Cn) に SU(n) が推移的に作用する．従って V0 の固定部分群
は SO(n)であるから SLag(Cn)は SU(n)=SO(n)に微分同型である．これを用いて
SU(n)=SO(n)の極地を求める．
SU(n)の対合的自己同型写像を(g) = gによって定める．するとF (; SU(n)) =
SO(n)となり，(SU(n); SO(n))はコンパクトRiemann 対称対になる．が誘導する
SU(n)の Lie環 su(n)の対合的自己同型写像も に一致する．これによる固有空間分
解は




0B@t1i . . .
tni
1CA





0B@t1i . . .
tni
1CA =
0B@cos t1 + i sin t1 . . .
cos tn + i sin tn
1CA
であるから，aに対応する SU(n)=SO(n)の極大トーラスA = Expaの格子は
 (SU(n)=SO(n)) =
8><>:
0B@t1i . . .
tni
1CA
 t1; : : : ; tn 2 Z; t1 +   + tn = 0
9>=>;
である．よって命題 3.11より o = eSO(n)を原点とすると





0B@"1 . . .
"n
1CASO(n)




0B@"1 . . .
"n
1CAV0
 "1; : : : ; "n 2 f1;ig; "1    "n = 1
9>=>;
= ff"1e1; : : : ; "nengR j "1; : : : ; "n 2 f1;ig; "1    "n = 1g
=
f"1e1; : : : ; "n 1en 1; " 11 " 12 : : : " 1n 1engR  "1; : : : ; "n 1 2 f1;ig	
=
f"1e1; : : : ; "n 1en 1; " 11 " 12 : : : " 1n 1engR  "1; : : : ; "n 1 2 f1; ig	
という 2n 1個の元の集合で表される．"1; : : : ; "n 1の中に iが奇数個あった場合，"n
はiになる．従って "1; : : : ; "nの中にはiが偶数個ある．一方，"1; : : : ; "n 1の中に
iが偶数個あった場合，"nは1になる．従って "1; : : : ; "nの中にはiが偶数個ある．
ゆえにK = SO(n)の作用によって極地の基点として，nが奇数のときは
ffe1; : : : ; engR; fie1; ie2; e3; : : : engR; : : : ; fie1; : : : ; ien 1; engRg
をとることができ，nが偶数のときは
ffe1; : : : ; engR; fie1; ie2; e3; : : : engR; : : : ; fie1; : : : ; iengRg
をとることができる．n = 4の場合に極地を具体的に求める．極地の基点として，
ffe1; e2; e3; e4gR; fie1; ie2; e3; e4gR; fie1; ie2; ie3; ie4gRg
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をとり，これらの点の SO(4)軌道を求める．fe1; e2; e3; e4gRと fie1; ie2; ie3; ie4gRは
SO(4)の作用で固定されるので，この 2点の SO(4)軌道は極になる．よって極地は
SLag(C4)の部分集合として











































を計算することにより k 2 S(O(2)  O(2))であることが分かるので固定部分群は






ffei; ejgR j 1  i < j  4g












































9>>>=>>>; [ fI1SO(4)g [    [ fI6SO(4)g




定義 6.1.  を有限アーベル群，Gを連結リー群，KをGの閉 Lie 部分群とし，Gが
等質空間G=Kに効果的に作用しているとする．単射準同型  :  ! Aut(G)が存在し
て次を満たすとき，G=Kを 対称空間と呼ぶ．G  = fg 2 G j ()g = g( 2  )gと
し，G 0 をG の単位連結成分とすると，G 0  K  G が成り立つ．
  = Z2かつAdG(K)がコンパクトのとき，G=KはRiemann 対称空間になるので，
 対称空間はRiemann 対称空間の拡張になっている．
以下，()を と表すことにし，G=Kを  対称空間とする．まずは  対称空間の
原点 oにおける対称変換を定義する．
補題 6.2. G=Kの o = eKにおける変換 s(;o)を
s(;o)(gK) = (g)K
によって定義するとwell-denedになる．
証明. g1K = g2K を満たす 2点 g1; g2 2 Gをとる．このとき，g 11 g2 2 K である．
K  G より
g 11 g2 = (g
 1
1 g2) = (g
 1
1 )(g2) = ((g1))
 1(g2)
よって (g1)K = (g2)Kが成り立つ．
次に，一般の点 xにおける対称変換を定義する．
17





証明. x = g1K = g2Kを満たす 2点 g1; g2 2 Gをとり，y = g0Kを満たす g0をとる．
このとき，g 11 g2 2 K  G であるから
g 11 g2s(;o)(g
 1










0)K = s(;o)(g 11 y)
が成り立つ．よって g1s(;o)(g 11 y) = g2s(;o)(g 12 y)が成り立つ．
点 xにおける対称変換のなす群を
 x = fs(;x) j  2  g
とし，これの固定点集合を





命題 6.4. (cf. [6] 補題 5.3) F ( x; G=K)は xを孤立点にもつ．
命題 6.5. F ( o; G=K)はK不変である．
証明. 任意の p 2 F ( o; G=K)に対して p = gKを満たす g 2 Gをとる．また，任意
の k 2 Kをとり， 2  を任意とする．K  G より
s(;o)(kp) = s(;o)(kgK) = (kg)K = (k)(g)K = k(g)K
= ks(;o)(gK) = ks(;o)(p) = kp
が成り立つ．よって kp 2 F ( o; G=K)を得られるので，KF ( o; G=K)  F ( o; G=K)
が成り立つ．
命題 6.6. G=Kの異なる点における対称変換の固定点集合はG合同になる．より詳
しく，任意の x 2 G=Kに対して，x = goを満たす g 2 Gをとる．このとき，任意の
 2  に対して
F (s(;x); G=K) = gF (s(;o); G=K)
が成り立つ．特に次が成り立つ．
F ( x; G=K) = gF ( o; G=K)
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証明. 任意の  2  に対して，
F (s(;x); G=K)
= fp 2 G=K j s(;x)(p) = pg = fp 2 G=K j gs(;o)(g 1p) = pg
= fp 2 G=K j s(;o)(g 1p) = g 1pg = fp 2 G=K j g 1p 2 F (s(;o); G=K)g
= gF (s(;o); G=K)
が成り立つ．また，g : G=K ! G=K; p 7! gpが微分同型写像であるので，
F ( x; G=K) =
\
2 
F (s(;x); G=K) =
\
2 




= gF ( o; G=K)
が成り立つ．
次に  対称空間の極地を定義する．
定義 6.7. G=Kの点 xに関する固定点集合F ( x; G=K)を次のように連結成分の合併
に分解する．






















対の分類が得られる．その中で (SU(4); SO(4); S(U(2)  U(2))を例にとり，これに
よって構成されるZ2  Z2対称空間 SU(4)=SO(4) \ S(U(2) U(2))の極地と対蹠集
合を求めた．









g = k1 +m1 = k2 +m2
1と 2は可換であるから gを同時固有空間分解すると
g = (k1 \ k2) + (k1 \m2) + (m1 \ k2) + (m1 \m2)
が得られる．(g; k1) = (su(4); so(4))となるので，これによって得られる対称対 (G;K1)
は (G;K1) = (SU(4); SO(4))となる．また，(g; k2) = (su(4); s(u(2)+u(2))) となるの
で，これによって得られる対称対 (G:K2)は (G;K2) = (SU(4); S(U(2)U(2)))となる．
以上のことから，G=K1 = SU(4)=SO(4) = SLag(C4) とG=K2 = SU(4)=S(U(2) 
U(2)) = G2(C4)が得られる．有限群  を   = Z2  Z2とする． :  ! Aut(G)を
((0; 0)) = idG; ((1; 0)) = 1; ((0; 1)) = 2; ((1; 1)) = 1  2
で定める．1と 2は可換なので，は単射準同型である．
G  = F (idg; G) \ F (1; G) \ F (2; G) \ F (1  2; G)
であるが，F (1; G) \ F (2; G)  F (idg; G) \ F (1  2; G) より，
G  = F (1; G) \ F (2; G)
となる．K1 = F (1; G); K2 = F (2; G)であるからG 0  K1 \K2 = G が成り立つ．
よってG=(K1 \K2)はZ2  Z2対称空間である．以下，K = K1 \K2とする．G=K
の原点 oにおける 2つの対称変換 s1; s2を
s1(gK) = 1(g)K; s2(gK) = 2(g)K
によって定める．1と 2は可換なので s1と s2は可換である．よって s1と s2により
生成される群  oは
 o = fid; s1; s2; s1  s2g
となる．よって F (s1; G=K) \ F (s2; G=K)  F (id;G=K) \ F (s1  s2; G=K)より
F ( o; G=K) = F (s1; G=K) \ F (s2; G=K)
20
と表せる．1 : G=K ! G=K1; gK 7! gK1と 2 : G=K ! G=K2; gK 7! gK2 という 2
つの射影を考える．また， : G! G=K; g 7! gKという自然な射影を考えると，G=K
の対称変換 s1; s2はG=K1; G=K2の対称変換を誘導し，同じ記号で表すことにする．
ここで，G=K1の対称変換 s1; s2は si(gK1) = si(1((g))) = 1((i(g))) = i(g)K1
である（i = 1; 2）．G=K2の対称変換も同様である．o1; o2をそれぞれG=K1; G=K2
の原点とし，G=Kの場合と同様に，i = 1; 2に対して




命題 7.1. G=Kの原点を o，G=K1; G=K2の原点をそれぞれ o1; o2とする．このとき
F ( o; G=K) = 
 1
1 (F ( o1 ; G=K1)) \  12 (F ( o2 ; G=K2)) が成り立つ．







g 11(g) 2 K1かつ g 11(g) 2 K2
g 12(g) 2 K1かつ g 12(g) 2 K2
であるから，
1(g)K1 = gK1かつ1(g)K2 = gK2
2(g)K1 = gK1かつ2(g)K2 = gK2
を得る．ゆえに
s1(1(gK)) = s1(gK1) = 1(g)K1 = gK1
s2(1(gK)) = s2(gK1) = 2(g)K1 = gK1
s1(2(gK)) = s1(gK2) = 1(g)K2 = gK2
s2(2(gK)) = s2(gK2) = 2(g)K2 = gK2
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であるから，gK 2  11 (F ( o1 ; G=K1))\ 12 (F ( o2 ; G=K2))を得る．よってF ( o; G=K) 
 11 (F ( o1 ; G=K1))\ 12 (F ( o2 ; G=K2))を得る．一方で，任意の点gK 2  11 (F ( o1 ; G=K1))\
 12 (F ( o2 ; G=K2))に対して
1(gK) = gK1 2 F ( o1 ; G=K1)
2(gK) = gK2 2 F ( o1 ; G=K2)
が成り立つので，
s1(gK1) = gK1かつ s2(gK1) = gK1
s1(gK2) = gK2かつ s2(gK2) = gK2
を得る．前半の証明と同様にしてgK 2 F ( o; G=K)が分かる．よって 11 (F ( o1 ; G=K1))\
 12 (F ( o2 ; G=K2))  F ( o; G=K)が成り立つ．
G=K1 = SU(4)=SO(4)を SLag(C4)と同一視すると 5節の結果から，
F (s1; SLag(C4)) = ffe1; : : : ; e4gRg [ ffie1; : : : ; ie4gRg
[ fkf e1; ie2; ie3; e4gR j k 2 K1g
と表せる．s2 : SLag(C4) ! SLag(C4); gVo 7! sgsVo = sgVo によって固定される
F (s1; SLag(C4))の点を求める．ffe1; : : : ; e4gRgと ffie1; : : : ; ie4gRgは s2によって固
定される．
fkf e1; ie2; ie3; e4gR j k 2 K1g = fkfe1; e4; ie2; ie3gR j k 2 K1g　
= fkfe1; e4gR  ikfe2; e3gR j k 2 K1g
=

kfe1; e4gR  ikfe1; e4g?R
 k 2 K1	
= fkfe1; e4gR j k 2 K1g = G2(R4)
であるから，s2によるGrassmann多様体G2(R4)の固定点集合を求めればよい．
F (s2; G2(R4)) = ffe1; e2gRg [ ffe3; e4gRg




1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0
0 1 0 0





0 0  1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1





cos    sin  0 0
sin  cos  0 0
0 0 cos'   sin'
0 0 sin' cos'
1CCCA f e1; ie2; ie3; e4gR
 ; ' 2 R
9>>>=>>>;
が得られるので F ( V0 ; SLag(C4)) = F (s1; SLag(C4)) \ F (s2; SLag(C4))とおくと













 1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 i 0





0 0  i 0
0 i 0 0
 1 0 0 0






  cos   i sin  0 0
  sin  i cos  0 0
0 0 i cos'   sin'
0 0 i sin' cos'
1CCCAV0
 ; ' 2 R
9>>>=>>>;
が得られる．
G=K2 = SU(4)=S(U(2) U(2))をG2(C4)と同一視すると 4節の結果から
F (s2; G2(C4)) = ffe1; e2gCg [ ffe3; e4gCg
[ fl1  l2 j l1 2 G1(fe1; e2gC); l2 2 G1(fe3; e4gC)g
である．F (s2; G2(C4))の点であって s1 : G2(C4) ! G2(C4); gW0 7! gW0によって固
定される点を求める．ここでW0 = fe1; e2gCである．
gW0 = gfe1; e2gC = fge1; ge2gC = fge1; ge2gC = fge1; ge2gC = gW0
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となり，s1 は対合的反正則等長変換である．このとき F (s1; G2(C4)) = GR2 (R4)で
あることが知られている．詳しくは [4]を参照されたい．従って F ( W0 ; G2(C4)) =
F (s1; G2(C4)) \ F (s2; G2(C4))とおくと
F ( W0 ; G2(C4)) = F (s1; G2(C4)) \ F (s2; G2(C4))
= ffe1; e2gCg [ ffe3; e4gCg
[ fCv1  Cv2 j v1 2 fe1; e2gR; v2 2 fe3; e4gRg
が得られる．v1 = cos e1 + sin e2; v2 = cos'e3 + sin'e4とすると，
Cv1  Cv2 =
0BBB@
cos    sin 





F ( W0 ; G2(C4))




0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0






cos    sin 




 ; ' 2 R
9>>>=>>>;
が得られる．
G = f(g; g) 2 GG j g 2 Gg = Gに対してGはG=K1G=K2 = SLag(C4)
G2(C4)に作用する．(V0;W0) 2 G=K1 G=K2におけるG軌道G  (V0;W0)を考える
と，固定部分群はK = K1 \K2であるからG  (V0;W0) = G=Kが得られる．これに
より，gKと g(V0;W0) = (gV0; gW0)を同一視する．よって極地
F ( o; G=K) = 
 1
1 (F ( o1 ; G=K1)) \  12 (F ( o2 ; G=K2))
= fgK j 1(gK) 2 F ( o1 ; G=K1); 2(gK) 2 F ( o2 ; G=K2)g
= fgK j gK1 2 F ( o1 ; G=K1); gK2 2 F ( o2 ; G=K2)g
を求めるには，
g(V0;W0)
 gV0 2 F ( V0 ; SLag(C4))かつ gW0 2 F ( W0 ; G2(C4))	
という集合を求めればよい．先ほどの結果を用いてF ( V0 ; SLag(C4))とF ( W0 ; G2(C4))
の連結成分ごとに求めていく．まずは，ともに極をとる場合を考える．例としてfV0g 
24
F ( V0 ; SLag(C4))と
8>>><>>>:
0BBB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1CCCAW0
9>>>=>>>;  F ( W0 ; G2(C
4))をとる．gV0 2 fV0gは
gV0 = V0 と同値であり，g 2 K1 となる．gW0 2
8>>><>>>:
0BBB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1CCCAW0
9>>>=>>>;は gW0 =0BBB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1CCCAW0と同値であり，
0BBB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1CCCA gW0 = W0すなわち，
0BBB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0




0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1CCCAK2が分かる．以上より
g 2 K1 \
0BBB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1CCCAK2 =
0BBB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1CCCA (K1 \K2) =
0BBB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
















cos    sin 




 ; ' 2 R

















1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0
0 1 0 0
1CCCAW0より，g 2 K
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0










1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0









1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0










1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0
0 1 0 0
1CCCAK1 \K
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0










i 0 0 0
0 0 0  i
0 0 i 0
0 i 0 0
1CCCAK1 \K
0BBB@
i 0 0 0
0 0 0  i
0 0 i 0




i 0 0 0
0 0 0  i
0 0 i 0




i 0 0 0
0 0 0  i
0 0 i 0






  cos   i sin  0 0
  sin  i cos  0 0
0 0 i cos'   sin'
0 0 i sin' cos'
1CCCAV0





cos    sin 




 ; ' 2 R
9>>>=>>>;を考える．こ
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1CCCAK1 かつ g 2 K
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0







1CCCA , q =
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0
0 1 0 0
1CCCAとすると
f(gV0; gW0) j g 2 KpK1g \ f(hV0; hW0) j h 2 KqK2g
= f(kpV0; kpk1W0) j k 2 K; k1 2 K1g
\ f(lqk2V0; lqW0) j l 2 K; k2 2 K2g
= K f(pV0; pk1W0) j k1 2 K1g
\K f(qk2V0; qW0) j k2 2 K2g
= K (f(pV0; pk1W0) j k1 2 K1g \ f(lqk2V0; lqW0) j l 2 K; k2 2 K2g)
を考えればよい．この集合に対して次が成り立つ．



























が成り立つことである．ここで，"i = 1かつ "1    "4 = 1である．







1CCCAのとき，lfe1; e4gC = fe1; e4gCであるから k1fe1; e2gC =
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fe1; e4gCを得る．よって k1 =
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0





 1 0 0 0
0 0 0  i
0 0 i 0





1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0
0 1 0 0
1CCCAV0;
0BBB@
 1 0 0 0
0 0 0  i
0 0 i 0





 1 0 0 0
0 0 0  i
0 0 i 0






































0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0






0 0 i 0
0 0 0 i
i 0 0 0







0 0 1 0
0 0 0  1
i 0 0 0






0 0 i 0
0 0 0 i
 1 0 0 0













0 0  1 0
0 0 0 i
i 0 0 0
0 1 0 0
1CCCAK ; M+10 = K
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0




i 0 0 0
0 0 0  i
0 0 i 0
0 i 0 0
1CCCAK ; M+12 = K
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 i 0




i 0 0 0
0 0 0 i
0 0 1 0
0 1 0 0
1CCCAK ; M+14 = K
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0 i
0 0 i 0




i 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 i 0 0
1CCCAK ; M+16 = K
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0 i
0 0 1 0




i 0 0 0
0 0 0 1
0 0 i 0





補題 7.3. 任意の x; y 2 G=K = SU(4)=SO(4) \ S(U(2)  U(2))に対して，y 2
F ( x; G=K)ならば x 2 F ( y; G=K)が成り立つ．
証明. G=K は等質空間なので x = oとしても一般性を失わない．また，ある g 2 G
が存在して y = goと表せる．このとき，
s(1;y)(o) = gs(1;o)(g
 1K) = g1(g 1)K = gg 1 = gtgK
s(2;y)(o) = gs(2;o)(g
 1K) = g2(g 1)K = gsg 1s 1K = gstgK




0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0




0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0




0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1CCCA
0BBB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1CCCA = e 2 K　
gstg =
0BBB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0









0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0











1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0
0 1 0 0
1CCCAK のとき，k 2 Kに対して y = k
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0






1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0
0 1 0 0
1CCCA
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0  1 0 0
1CCCA tk = ktk 2 K
gstg = k
0BBB@
1 0 0 0
0 0 0  1
0 0 1 0









1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0








1CCCA tk 2 K
が成り立つ．よってこの場合も主張が従う．他の極でない極地に関しても同様に成り
立つ．
次に，原点 oを含む極大対蹠集合Aを求める．i = 0; : : : 7に対して 8個の極M+i を
M+i = fgiKgとする．このとき，F ( o; G=K) = giF ( o; G=K)が成り立つので，次
が成り立つ．
補題 7.4. Aは 8個の極を含む．
証明. A  F ( gio; G=K) = F ( o; G=K)すなわち，任意の x 2 Aに対して x 2
F ( gio; G=K)が成り立つ．一方，補題7.3より，任意のx 2 Aに対してgio 2 F ( x; G=K)








1CCCAとする．このとき，F ( o; G=K)\g8F ( o; G=K)
は SLag(C4)G2(C4)の元として表すと以下のような 48点集合となる．
f(f"1e1; "2e2; "3e3; "4e4gR; fej; ekgC) j "1; : : : ; "4 2 f1; ig; "1"2    "4 = 1;
j; k 2 f1; 2; 3; 4g; j < kg
この集合をA48とする．
補題 7.5. A48はG=Kの極大対蹠集合である，
証明. 1; 2 2 A48を 1 = (f"1e1; "2e2; "3e3; "4e4gR; fej1 ; ek1gC);
2 = (f"01e1; "02e2; "03e3; "04e4gR; fej2 ; ek2gC)とする．1 2 F ( 2 ; G=K)を示す．s(1;1)
は第一成分に対しては "1e1; "2e2; "3e3; "4e4の複素共役をとる変換で，第二成分を固定
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する変換である．また，s(2;1)は ej1 ; ek1 を+1倍し，fej1 ; ek1g?を 1倍に写す変換
である．よって s(1;1); s(2;1)は "1e1; "2e2; "3e3; "4e4をそれぞれ+1倍か 1倍かに写
す変換なので
s(1;1)(f"01e1; "02e2; "03e3; "04e4gR) = f"01e1; "02e2; "03e3; "04e4gR
s(1;1)(fej2 ; ek2gC) = fej2 ; ek2gC
s(2;1)(f"01e1; "02e2; "03e3; "04e4gR) = f"01e1; "02e2; "03e3; "04e4gR
s(2;1)(fej2 ; ek2gC) = fej2 ; ek2gC
が成り立つ．よってA48はG=Kの対蹠集合である．Aを fo; g8ogを含む任意のG=K
の極大対蹠集合とすると
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